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Hinweise

Dies ist nun die dritte Auflage dieses fundamental wichtigen Textes. Diese neue Fassung wird

notwendig, weil sich die Unterrichtsmethodik weitgehend veréandert hat.

Seit der Einfihrung von Grafikrechnern und CAS-Rechnern im Unterricht, ist es Schilern gestattet,
Ableitungen komplizierterer Funktionen mit diesen Geraten berechnen zu lassen. Im Gegenzyg iazu
missen sie mehr Verstandnis fur Fragestellungen aufbringen, die friiher ohne diese moderiian Serate

nicht in der Schule machbar waren.

Dieser Text erklart sehr anschaulich und ausfiihrlich die Methoden zum Nachweis/oestiinmter
Kurvenpunkte (Hochpunkte, Tiefpunkte, Wendepunkte) bzw. Funktionseigenscha’ien (Monotonie,

Zeitpunkt starkster Anderung, Zu- bzw. Abnahme des Wachstums.)

Der Leser sollte also nicht nur die Beispiele studieren und die Methodeiwlernen, sondern auch die

Einfihrungsbeispiele durcharbeiten und Hintergrundwissen erwerbent L as hilft oft weiter.

Ich verzichte in diesem Text auf zusatzliche Ubungsaufgaben. s gibt 55 Musterbeispiele, die alle

wichtigen Methoden musterhaft zeigen.

Dazu wird in einigen Abschnitten darauf hingewi<s2», wo man in dieser riesigen Mathe-

Bibliothek der Mathe-CD entsprechende weitere, Aurgaben findet.

Der Vorgangertext (alte Version) wird unter(der Nummer 41121 beibehalten. Dort hat es weitere

Beispiele, vor allem auch fiir Flachpunkte, ¢ie nier nur noch gestreift werden.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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[ 1. Bedeutung der Ableitungsfunktion f' ]

| 1.1 Kurzwiederholung: Ableiten

Es wird vorausgesetzt, dass der Leser die Kunst des Ableitens beherrscht.
Der Text 41000 und weitere haben diese Rechenfahigkeit als Thema.
Es gibt verschiedene Grundregeln des Ableitens und dann Rechengesetze zum Ableiten.

Damit kann man im Grunde jede Funktion ableiten.

In Zeiten des G8 und der starkeren Konzentration der Oberstufenmathematik auf Anyveridungs-
aufgaben verlagern sich die Prifungsanforderungen weg von komplizierten Ableitiingsperechnungen.
In vielen Bundeslandern muss man gebrochen rationale Funktionen, Logarithmugiunktionen u. a. nicht
mehr in der Prifung ableiten. Und da ferner die modernen Grafikrechner ode rseri it recht CAS-Rechner
dies alles perfekt beherrschen, wird den manuellen Berechnungen der Atleittngen kaum mehr groRe
Beachtung geschenkt. Lediglich in Pflichtaufgaben ohne Hilfsmittel verdes Grundfahigkeiten noch

getestet.
Hier vier Ableitungsbeispiele:

(1) Ganzrationale Funktion: f(x) =1x2 =50 —x+4

2 —
(2) Gebrochen rationale Funktion: f(x)= X2 h
X
2
Umschreiben in f(x)zx__izf_g: 1x—2~x’1
2x 2x 2 x |2
Potenzform
2
Ableiten: f'(x)=1+2.x‘2 =l+%=x +24
2 2 X 2X
(3) Einfache Exponeniialfunktion: f(x)=1-e**

(4) Sinusfuildion: f(x)=3-sin(2x 1)

f'(x)=3-cos(2x-1)-2=6-cos(2x—1).

Jede ~hleitungsfunktion kann man nochmals ableiten, wodurch die zweite Ableitung entsteht:

Bei der Sinusfunktion z. B. folgt: f"(x)=-6-sin(2x-1)-2=-12-sin(2x - 1).

TRAINING Ableitungen: Text 41100

Dort grofe Liste liber weitere Texte zu Ableitungen

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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[ 1.2 Erste Anwendung: Tangentensteigungen berechnen ]

Im Text 41101 wird gezeigt, wie man mit Hilfe einer Grenzwertmethode aus eine Sekantensteigung

zur Tangentensteigung kommt. Und genau diese Methode beweist, dass

[ die Funktionswerte der ersten Ableitungsfunktion Tangentensteigungen sind. ’

Beispiel 1 X)=—2X*+2x+3

'(x)=—3x+2

f
fi(x)=-2
Tangentensteigungen

In A(0]3): m, =f'(0)=2

In B(6|6): mg =f'(6)=—%-6+2 =-1
In C(4|7): mg=f'(4)=-2-4+2=0
Die Abbildung zeigt die zugehérenden Tangenten.
Zu den Tangenten in A und B wurde zusatzlich
jeweils ein Steigungsdreieck eingezeichnet.

Zur Erinnerung: Aus einem Steigungsdreieck
berechnet man die Steigung durch die Formel:

_ Ay

m =
AX

Umgekehrt folgt daraus . Damit kann man weliepig grolke Steigungsdreiecke zeichnen:
So habe ich fir den Punkt B Ax =3 gewahlt. Als fteigiing wurde my = -1 berechnet, also bekam ich

o

Ay = -3. Das heildt, dass die Tangente von B.auy, uin 3 nach rechts und um 3 nach unten geht.

Man beobachtet ferner, dass die Tangante,inA steigt, weil ihre Steigung positiv ist, dass die Tangente
in B fallt, weil ihre Steigung negativ is uriddass die Parabel in C eine waagrechte Tangente besitzt,
weil mg =f'(4)=0 ist.

Beispiel 2 f(r)nix =2x* +2

Tangentenstei‘wungen

In A(=3| /%" m, =f'(-3)=-2 - : :
In B/~173). my =f'(-1)=%
In C(24-42): me =f'(2)=-2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Nun wollen wir zuséatzlich die Gleichungen der Tangenten bestimmen (Text 41101)

Mit der 1. Ableitungsfunktion kann man Tangentensteigungen berechnen.

Mit der Punkt-Steigungsform kann man eine Geradengleichung aufstellen.

m; =f'(x,)

Y-y, =m-(x—x1)

Fir die Tangentengleichung folgt daraus:

y—f(x,)=f"(x,)-(x=x,)

Oder als Tangentenfunktion geschrieben:

y:t(x)=f'(x1)-(X—X1)+f(X1)

Beispiel 3
Bei x = -1
Beix=0
Beix =1
Beix =3

f(x)=4x*-x*-x+4

liegt der Punkt A mit

In ihm hat die Tangente die Steigung:

Die Tangentengleichung lautet:

liegt der Punkt B mit

In ihm hat die Tangente die Steigung:

Die Tangentengleichung lautet:

liegt der Punkt C mit

In ihm hat die Tangente die Swtigung:

Die Tangentengleichung 1autet:

liegt der Punkt D miu

In ihm hat die(Tangente die Steigung:

Die Tang&iienyleichung lautet:

Yo =f(3)=Z-9-3+4=1
f(3)=9-6-1=2

y-1-2.(x-3)

L o

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Beispiel 4
Gegeben ist die Funktion f(x) =X’ —4x+1

Berechne die Gleichungen der Tangenten an den Graphen von f in den Stellen -1 und 2.

Losung:
1. Ableitungsfunktion: f'(x) =3x* -4
Tangentensteigungen bei x = -1: f'(-1)=3-4=-1
Tangentensteigungen bei x = 2: f'(2)=12-4=8
Berechnung der Berlhrpunkte:
Bei x, =-1: Yo =f(-1)=—1+4+1=4 A(-1]4)
. B
Bei x; =2: Ve =f(2)=8-8+1=1 B(21) N
Erstellung der Tangentengleichung: | 2 o
In A: —4=-1. 1 — _x+2
n y (x+1) [y=—x+3l o
In B: y-1=8-(x-2) y =8x /17

Beispiel 5

Gegeben ist die Funktion f(x) = x—1+2
X

Berechne die Gleichung der Tangente an den<Zranhen von f an der Stelle x = 2.

An welchen Stellen ist die Tangentensteigurig —; ?

Lésung: f(x):x—1+3:x—1+2x‘1
X
a) 1. Ableitungsfunktion: f'(x)=1-2x7 = —%
X
Tangentensteigungen bei 37 2: f'(2)=1-2=1
Berechnung des Berlihrga ie: ye =f(2)=2 —1+% =2
Tangente in A(2/2). y-2=2%(x-2)
y=1x+1
b)  Woist die Sfeigung —2 ? Bed.: f'(x)=-% | | | X
0 1 2 3 4
Tangenten 2
28 - ~
X 4
1+§:£
4 X2
2
%zg = x_4 (Kehrwert)
x4 2 9
=8
9

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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x* -4
2X
Wer sie noch nicht ableiten kann, Giberspringt dieses Beispiel.

Beispiel 6 Gebrochen rationale Funktion: f(x)=

Zum Ableiten wird der Funktionsterm umgeschrieben in die Potenzform.

Dabei steht immer der Koeffizient vor eine x-Potenz.

Y
2 £
Umformung: f(x)zx__izﬁ_gzlx_z.x-1 1,3.
2x 2x 2 x |2
Potenzform
1 1 2 x*+4
Ableitung: f'(x)=—+2.x2=—4+2 =
g (x) 2 2 x2  2x?
Tangente bei Xa = -1:
1- 3
=f(-)=— =2
Ya ( ) ) >
1+4 5
m, =f'(-1)=——==
3 5 5
Ta: -——=— 1) d.h. =—Xx+4
A y-3 2(X+) y=5
Tangente bei Xg = 4:
16-4 12 3
Yo =1(4) 8 8 2
mAZf'(4)=16+4:@=§
32 32 .8
-
3 5 5
Tg: ——==(x-4) d.h. Sy=—=x-1
B y=5 8(X ) V=
Beispiel 7 Jetzt eine Exponentialfufiktion: f(x)=4-e™>'*
Ableitung: f'(x):—e' "".( .:):%e—xlz y s _—
Tangente bei Xa = 0:

mA—’(O)zi e’ =3 %
Ta: y-3=1(x-0) d.h. |y=2x+3
Tangente kel Xg = In4:
yg =f(Ind)=4-e"™?=4-1=35
1 1 1 1
. -In4/2 __ _ — —
Nebenrechnung: e Tt Ve gz g
1 1 1 1 1 1 1 11 1
—_f! 1. z2in4 —_ - - . - =
mB =f (|n4) -2 e 2 e%.|n4 - 2 e|nJZ - 2 eIn2 - 2 2 - 4
Tg: y-35=1(x-In4) < y=1x+35-1-In4

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 8 Sinusfunktion: f(x)=4-sin(4x-%)
Ableitung: f'(x)=2-cos(4x—2)
Tangente bei Xy =37

2 2 4
0
Ta y-0=2(x-1m) |y=2x-= b@
Tangente bei Xg = 21 t *

Yo =f(2n)=4-sin(3n) =412 =22~ 282
mg =f'(2r)=2-cos(m) = 2-(—%\/5) =2~ —1,‘@/

=—cos( 1)

Tg: y—2f=—x/§(x—2n) = y=—\/§X+2 '

\ X

-2r/3 -r/3 0

N _

<&

/4

NXKAINING Tangenten: Text 42041

Tangenten, Normalen, alle Grundaufgaben!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



41120 Ableitungsstory 10

[ 1.3 Zweite Anwendung: Steigungen von Normalen berechnen ]

WISSEN: 1. Die Normale steht auf der Tangente in deren Berihrpunkt senkrecht.

2. Fur orthogonale Geraden gilt die Beziehung m,-m, =-1 bzw. m, = A

1

3. Die Steigung einer Normalen berechnet man daher durch m = —

f'(x,)

4. Die Gleichung einer Normalen in P, (xO [ f(x, )) lautet allgemein:

(x=x,) #(x,)

y—f(x,)=- ! (x—x,) bzw. y=-

f'(x,)

Beispiel 9 f(x)=—1x*+4,5 Ableitung: f'(x)=—x

Normale bei x5 = 2:

yo=f(2)=—-1-4+45=25

Yo =f(-3)=-2-9+45=0

Beispiel 10 f(x)= 2_ 2.x" Ableitung:
X
Normale bei x5 = -2:
2
ya=f(-2)=1==-1

F1(-2) = 2= ; = my=+2
Na:  y+1£200+1) < |y=2x+3

Normale bei xg = 4:

Ny y-1=8(x-4) & |y=8x-315

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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1.4 Dritte Anwendung: Zunahme und Abnahme von Funktionswerten

MONOTONIE-Verhalten
Beispiel 11 (Hinfiihrung) \
O\ AN
f(x)=1x*-2x+3 AN
[ hA 5
mit f'(x)=4x-2. \,,,,\\/ Zunahme yan 5()()

An vier Stellen wurden Kurvenpunkte
A, B, C und D eingetragen, zusammen
mit einem kurzen Stlick Tangente.
Man erkennt, dass die Tangenten in
einem kleinen Intervall um die Berlhr-
stelle herum kaum von der Kurve zu
unterscheiden sind.

Voraussetzung hierflr ist, dass die

\4

Abnahme} von f(x)

N

\ .
| J/\ I\B\
A

\
)

- 1 >\.

VA Y
ai

-2 -1 0 1 2

yx

Funktion an der Berlihrpunktstelle
differenzierbar ist, was bei ganzratio-
nalen Funktionen immer der Fall ist.

\ >\ [/

Die Tangente stellt somit immer in einer kleinen Umgebung der Berdlirstelle eine Naherung der
Funktion dar. Mit anderen Worten: Wenn die Tangente wie in A'unasB eine negative Steigung hat,
dann fallt sie, und die y-Koordinaten nehmen auf der Tangent&,nach rechts ab. Dies gilt dann auch
innerhalb einer kleinen Umgebung auch fur die Funktionswerte. vian formuliert das so:

y Monoton fallende Funktion

Istin einem Intervall a<x<b f'(x)<0,

dann nehmen in diesem Intervall nach rechts die Furi<tizaswerte ab.

¥, =10x,)

P

fx,) > f(x,)
¥, =fx;)

Oder durch eine Ungleichungskette:

Wennin a<x<b aus x,<x, folct f(x,)>f(x,),

<X

dann féllt f in diesem Intervall streixa monoton. % X

F. Buckel [ MatheGrafix

Bei unserer Funktion, deren Schaubild eme Parabel ist, liegt der Parabelscheitel bei x = 4.
Dort hat die Funktion ihr Minimum, a!so ihren kleinsten Wert, ndmlich f(4)=—1. Also wissen wir,

dass links davon die Funktion fai ‘as kann man rechnerisch so herausfinden:

In weicher Iritervall fallt £?

Fragestellung:
Man logt, die Ungleichung:

f'(x)<0
3X-2<0 & Ix<2 < x<4

Dies bestatigt die Exwarnintnis, dass f fur x < 4 streng monoton fallt, ihre Werte also abnehmen.

Rechts vom Sclielw! steigt die Parabel, die Funktionswerte nehmen nach rechts zu. Allgemein:

y Monoton wachsende Funktion

Istin eineniinteivall a<x<b f'(x)>0,

danndienmen’in diesem Intervall nach rechts die Funktionswerte zu.

¥, =f(x,) Py

fx, )<f(x;)

¥, =flx,

Oderso: | Wennin a<x<b aus x,<x, folgt f(x,)<f(x,),

dann wachst f in diesem Intervall streng monoton.

Xy <Xy

X X

Rechnerischer Nachweis:

F. Buckel | MatheGrafix

In welchem Intervall steigt f?
Man 16st die Ungleichung:

£(x)>0

1x-2>0 < Ix>2 < x>4

]

Dies bestatigt die Erkenntnis, dass f fir x > 4 streng monoton steigt, ihre Werte also zunehmen.

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de
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Beispiel 12 Weitere Aufgabe zur Einfliihrung in die Monotonie
Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion f mit
[
f(x)=1x>—1x*-2x |
Monotonie-Intervalle }
Wir entnehmen dem Schaubild die ‘ P (3,5/1.17)
Ergebnisse, die wir unten berechnen: picsiorspf | ¢
Vom linken Rand bis x = -1 steigt die — Ly 3
Kurve K, sie fallt von -1 bis 2, S5 o4 3 94 A 3[ANGTS
dann steigt sie wieder. }
Die Verben ,steigen” und ,fallen* | P#,01-1,30)
beziehen sich auf die Darstellung | ) \/
als Kurve. Beschreibt man das }
Verhalten der Funktion, verwendet P,(-2,5]-3,33) |
| -— |

man besser andere Formulierungen:

Fir die Intervalle |- ;—1[ und | 2;% | sagt man: Die Funktion w< ~hs. streng monoton.

Das heif3t: Mit zunehmendem x wird der Funktionswert 5-61s>".

Dies beschreibt man durch eine Ungleichungs-Folge~in -

Wennin Ja;b[ aus x, <x, folgt f(x,)<f(x,), dann wéchs:fin ]a;b[ streng monoton.

z.B.: In ]-o0;-1[ ist -2,6 <-1,5 und es gilt:
In]2;0[ ist 3,0<3,5 undesgil:
Weiter:

f(-2,5) < f(-15)
£(3,0) < f(3,5)

(s. Abb.)

Weilin ]-1;2[ aus x, <x, folgt f(x,)>T1(;,), nimmt fin |-1;2[ streng monoton ab.

z.B.: In]-1;2[ ist - 0,4 <{.0%nc'es gilt: f(0,4)>f(10) (s. Abb.)
A
Y
1. Berechnungsmethode fu: die Monotonie-Intervalle 31
Zuerst die Ableitungsfunktion; fi/x)=x*-x-2 21
Ziel der Rechnung: Wo'ist f'(x) >0 und wo gilt f'(x)<0? 11
o X
Vorzeichenuntersuciung fir f'. T oN 1 3 3]
Hier eignet sich ¢ie Parabelmethode. 1 |
- I f(x)>0
Pflichttext: FO>0 1 2 .
- = - f(x)<0
Das Schaubii:! voi» f' ist eine nach oben gedffnete Parabel. -3
Ihre Nullstzien sind die Lésungen der Gleichung x? - x—-2=0. 4]
L\ TEY141(2) 1248 123 _{2
1,2 2 2 2 -1 : I : —if'()
Zwischen diesen Nullstellen verlauft die f'-Parabel unter der Il ! T
x-Achse —d.h. fir —-1<x <2 ist f'(x)<0. + \ | i L+
In den AuBenbereichen x<-1 und x > 2 verlauft die f'-Parabel | | ,
oberhalb der x-Achse —d. h. fiirx < -1 oder x >2 gilt f'(x)>0. I A o] i AT
I\ |
Ergebnis:  Die Funktion f wéchst fiir x < -1 und x > 2 streng | 1= |
monoton, und in —1< x <2 fallt sie streng monoton. 2 |
N Vorzeichen von f'(x)
Friedrich Buckel www mathe-cd de
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Beispiel 13 Untersuche das Monotonieverhalten der Funktion f
f(x)=2x*-5x*+$ mit f'(x)=x*-5x.

Ziel: Woiist f'(x)>0 undwo f'(x)<07?

2. Berechnungsmethode fiir die Monotonie-Intervalle

Vorzeichenuntersuchung fiir f'.
mit Hilfe einer Vorzeichentabelle.

Faktorisierung des Funktionsterm von f'.
Hier gelingt das durch Ausklammern: f'(x) = x(x* -5)

Dann berechnet man die Nullstellenvon f': x, =0, Xx,; = +5 .
Das Vorzeichen von f'(x) wird aus den Vorzeichen der Faktoren
bestimmt. Diese tragt man in eine Vorzeichentabelle ein:
( 5 0 J5 N (
|
X — — 0] + + ;
-5 + O - - 0 +
\f'(x) — + - +

Erklarung: Aus dem 1. Faktor denkt man sich die Geraca.v.= x gebildet. Sie hat ihre Nullstelle bei

x = 0 und steigt. Also hat sie links von 0 negative, rechis pasitive Vorzeichen. Aus dem 2. Faktor denkt
man sich die Parabel y = x2 -5 gebildet. Diese ist netinben gedffnet und hat die Nullstellen +/5
Zwischen den Nullstellen haben ihre Punkte negative vorzeichen, aufden positive (Parabelmethode).

Dies alles trégt man in die Tabelle ein.
Aus den Vorzeichen der Faktoren bildet ma1 das Vorzeichen des Produkts f'(x) .
Ergebnis:  Fir x < —/5 unc 0,4x < V5 fallt f streng monoton.

und fir —/5 < x <0 ‘end fir x>~/5 wachst f streng monoton.

Die erste Abbildung (oben) zeigt. lieses Verhalten, die zweite Abbildung zeigt die geometrische
Darstellung der VorzeichentziGpile fiir f'(x).

Beispiel 14 Monotonieverhalten der Funktion f mit f(x)=+x* +£x® - 1x* —4x +2

Zswind also die Vorzeichenintervalle von f'(x) =x* +4x® —x -4 gesucht.

Friiher bestimmte maa die Nullstellen dieser Funktion mit Polynomdivision oder dem Horner Schema.
Diese Methode wesden kaum mehr unterrichtet, Stattdessen verwendet man Grafikrechner oder CAS-Rechner.

3. Beraclinuingsmethode fiir die Monotonie-Intervalle

) ) [~& Edit_Aktion Interaktiv =]
Yerwendung eines Rechners (z. B. CASIO ClassPad): 0E i [ a B w7
Man definiert f(x) und die Ableitungsfunktion f'(x), die man define f(x;=%x4+%x3_%x2_4,. =
f1(x) schreibt. Dann lasst man die beiden Ungleichungen , , done
define f1ixi=difffixil
fur streng monoton fallend bzw. steigend l6sen. 1o done
x
. . . LR P |
Ergebnis:  f wachst streng monoton fir -4 < x < -1 oder x > 1. solweFlexhEl, 2
fxi-d,-1<x<1}
f fallt streng monoton fiir x <-4 oder -1 <x < 1. SolweCFlCx 2@, 2
f-4<m<i—1,14x}

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Beispiel 15

X

Monotonieverhalten der Funktion f(x)=4x-e*

Manuelle Losung:

Die Ableitung wird mit der Produktregel berechnet:
f'(x)=4-€** +4x-e** . (-1) =4e’ ™ -(1-X)
f'(x)>0 < 4e:X (1-x)>0

>

Also bleibt Ubrig: 1-x>0 < 1>x < x<1 usw.

Lésung mit CAS CASIO ClassPad
Man entnimmt dem Screenshot:
f'(x)>0 furx<1:
f'(x)<0 fir x>1:

f wachst streng monoton in ]—oo

f fallt streng monoton in ]1; ] .

Beispiel 16

X

Monotonieverhalten der Funktion f(x)= (x2 = 2x) -e

Manuelle Losung:

Die Ableitung wird mit der Produktregel berechnet:
f'(x)=(2x-2)-€" +(x2 —2x)-eX = (2x—2+x’ N ‘ﬂ()-eX
f'(x)=(x"-2)-¢"

Da e* stets positiv ist, hangt das Vorzeicheri'von f'(x)
nur von (x2 —2) ab:

Lésung reinquadratischer Uyaleictiungen:
f'(x)>0 < x*-2>0

d. h.
|x|>z

x<—\/§oder,\>\/§

Hilfen fir Urigleichungen im Anhang.

Al

efine fxi=dxxe ™
done
efine flixi=diff fix x.12
done
1(xd
(4. x—4).g7%F2
olwe(flixd ¥y xd
{=€13
olwe(f FxdiByxd

L2213
LN .

f'(x)<0 < x*-2<0

Losung mit T« iispire CAS

Mai_ £ninimmt den Berechnungen, dass gilt:

f'(x)>0 fiir x < —/2 oder x >+/2. :

f wachst also streng monoton

in J-o;-v2[ undin v2; oo[/

f'(x)<0 fir 2 <x<+v2.
f fallt also streng monoton

in ]—\/5;\/5[.

d. h.
x| <2
2 <x<+2
Define J('T)=(Xz‘2 -\‘)'Ex Fertig
Define f}(x):%[j{x)) Fertig
F1(x) (e
solve(ﬁ(tbolxj |2 or -">J£
solvelfi(x)<0,x) 'J;*'“J;

Friedrich Bucke
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Achtung: Diese Methode hat eine Falle:

WARNUNG: Beispiele wie dieses konnen
zu schlimmen Fehlern fihren!
X 2

2
L. f(x)==-=
2x 2 X

Beispiel 17 f(x)

Um f ableiten zu kdnnen sollte man den
Funktionsterm in die Potenzform bringen:

f(x)==x-2-x"

2
Ableitung:  f'(x) =%+2-x‘2 =%+£2 =X2_+24
X X

Jeder weilt, dass x* nie negativ wird, also erkennt man, dass der Zahler ste s p¢ sitiv ist.
Daraus folgert man, dass alle Ableitungswerte positiv sind.

Oberflachliche Schiler folgern dann daraus:
Da f(x)>0 wachst f streng monoton. UND DAS\IS"\HIER FALSCH!

Was passiert hier? (Man bendtigt jetzt Grundwissen Uber gebrochén/igtionale Funktionen):

Das Schaubild zeigt, dass der linke Kurvenast (fir x < Q) ansteia’, una sich asymptotisch der y-Achse
nahert. Fir x —» 0 gehen dort die Funktionswerte gegen Uner llici, Doch jetzt passiert etwas
Dramatisches: An der Polstelle 0 springen die Werte (anschaulici: gesprochen) ,pl6tzlich von +o
nach —w “. Dann befinden wir uns auf dem rechten Kurvanest (fuir x > 0), der ebenfalls steigt. Die
Kurve verfligt also Uber zwei Kurvenaste, die jeweils steiaen. Dazwischen liegt eine Polstelle, also
eine Stelle, an der die Kurve nicht stetig ist und einer.Sirung macht, was die Monotonie zerstort!

Beachte: Damit man von den Vorzeichen der Abieitingsfunktion auf die Monotonie der Funktion
schlieften kann, muss man untersuchen, ob die i:uniition im betrachteten Intervall stetig ist. Wenn ja,
dann gibt es keine Probleme. Ist sie jedoch nichic'stig (wie gebrochen rationale Funktionen an ihren
Polstellen), dann muss man detaillierter hin'sehen.

Ricltige Lcsung fiir diese Aufgabe:

1. Die Funktion f hat bei x = 0 eine'Polstelle, ist dort also nicht stetig.
2. Furalle xeD=R\ {0} ist f{x)>0.

Also wéchst f jeweils i1 ceniintervallen R™ =]—o0;0[ und R" =10; | streng monoton.

Man kann in einer Priifungsaufgabe diese Fragen stellen:

(@) Zeige, dass firalle xeD gilt f'(x)>0.

(b)  MJarem kann man hier nicht daraus folgern, dass f streng monoton wachst?

(c) ( ~=ib zwei Punkte des Graphen an, an denen man erkennt, dass f nicht monoton ist.

Léaung:

2
(@) Esist f'(x) = X2 +24 >0 fir alle x eD, denn Zahler und Nenner werden nie negativ.
X

(b) fhat an der Stelle x = 0 eine Polstelle, ist also dort nicht stetig. Daher wachst
f nur in den beiden Intervallen R =]—0;0[ und R* =] 0; 00 streng monoton.

(c) Gegenbeispiel:  Die Kurvenpunkte P,(-0,6 |3) und P, (1| -15) zeigen:
Esist x,=-0,6 < x,=1 aber f(x,)=3 > f(x,)=-15.
Das widerspricht aber der monotonen Steigung!
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Ubersicht — Merkblatt

Die 1. Ableitungsfunktion beschreibt, ob die Werte einer Funktion f(x) zunehmen oder abnehmen.

Sie ist sozusagen die Anderungsfunktion von f. In diesem Zusammenhang verwendet man die

Begriffe monoton wachsend (steigend, zunehmend) bzw. monton fallend (abnehmend). Es gilt:

Definition der strengen Monotonie:

Wenn in U aus x, < x, folgt f(x,)<f(x,), dannwaéchstfin U streng'maonoton.

Wennin U aus x, <x, folgt f(x,)>f(x,), dann fallt f in U streng ' moi oton.

Methode zum Nachweis einer strengen Monotonie

Voraussetzung: fsei stetig im Intervall U

Giltfiralle xeU f'(x)>0, dannwachstf in U strzn monoton.

Giltfiralle xeU f'(x)<0, dann falltf in ' streag monoton.

Mathematische Methoden zur L6sung deizMonotonie-Ungleichungen

1. Ist f' eine ganzrationale Funktion 2. Grauzs, nefert die Parabelmethode die
Intervalle, in denen f'(x) >0 bzw. f'(x) « Gist. (Siehe Beispiel 12)

2. Ist f' als Produkt von Faktoren geguovan, kann man eine Vorzeichentabelle erstellen.
(Siehe Beispiel 13)

3. In anderen Fallen benétigt‘mariantweder ein geeignetes Lésungsverfahren oder

man verwendet geeignste,Recner zur Lésung.

Im Anhang gehe.ii:h eine Seite lang auf das Lésen von Gleichungen ein.
Auch wenn man einza, Stiperrechner besitzt, sollte man einiges manuell tun kénnen!

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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[ Erweiterung der Definition auf eine (nicht-strenge) Monotonie. ]
[y
—x* firx<0 ¥
Beispiel 18 f(x)=4 0 fur0<x<1 |
x> +2x+1 firx>1 3l
Fir x < 0 ist f'(x)=-2x>0 21
In[0;1] ist f'(x)=0. 14
Fur x> 0 ist f'(x)=2x+2>0
Also wachst f fiir x < 0 und fiir x > 1 streng monoton,
und dazwischen bleibt sie konstant.

In diesem Bereich gilt also x, <x, = f(x,)="f(x,)

Man bezeichnet das Verhalten von f als Monotonie,
Iasst also das Wort ,streng” weg.

Hier gilt insgesamt: X, <x, = f(x,)<f(x,)

Und fur die Ableitungsregel gilt:

Da f'(x) >0 firalle xR, wachst fin R monoton

Das heif3t nun nicht, dass sie immer steigt, sondern rur, dass sie steigt oder konstant bleibt.

Beispiel 19 f(x)=x> mit f'(x)=3x?
Hier tritt eine Besonderheit auf:

Im ganzen Definitionsbereich gilt:

X, <X, = f(x;)<f(x;)
Aber wenn man die Ableitungsfuitktion untersucht,

stellt man fest, dass die Stzlie\0,den Wert f'(0) =0 liefert.

1

1
f(x)=3x2

Dort hat das Schaubild.cine waagrechte Tangente.

Trotzdem wachst4 streha/monoton!

Hier gilt also nichhfir alle x € R f'(x) > 0, und dennoch wachst f streng monoton!
Dies ist nun(ceiraWiderspruch. Denken wir nochmals nach:

Es heiRC, VENN in einem Intervall gilt f'(x) > 0, dann wachst f dort streng monoton.

Wenn dies aber nicht gilt, sondern f(x) > 0 ist, dann wéchst f sicher monoton,
kann aber auch streng monoton wachsen, namlich dann, wenn f'(x) =0 nicht fur
ein Intervall gilt, wie in Beispiel 18, sondern jeweils nur auf eine einzige Stelle.

Das muss man gut verarbeiten.
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[ 2. Bedeutung der Ableitungsfunktion f" ]

Grundlage dieses Abschnitts ist es, dass man Uber die Bedeutung der 1. Ableitung f' Bescheid weil3,

namlich, dass sie uns sagen kann, in welchen Intervallen die Werte von f zunehmen bzw. abnehmen.

Bedenkt man, dass die zweite Ableitung f" ja die Ableitung der Funktion f' ist, dann wird klar, dass

man auf dieselbe Weise aus f" Informationen dariiber bekommt, in welchen Intervallen die Werte von

f' f zunehmen bzw. abnehmen. Um zu verstehen, was das fir Nutzen bringt, muss man sich3amt

befassen, welche Auswirkung die Anderung von f' hat.

2.1 Interpretation als Anderung der Ableitungswerte f (X)

Beispiel 20 Hinfiihrung (1)

Das Schaubild von f(x) =1x* —2x -1 ist eine
nach oben gedffnete Parabel.
In der oberen Abbildung sind die Punkte A bis G

eingetragen, zusammen mit einem Tangentenstick.
Daneben steht die Steigung der Tangenten.

Die untere Abbildung zeigt das Schaubild
der Ableitungsfunktion f'(x)=x-2.

Darin sind die zu den Kurvenpunkten A bis G
entsprechenden Punkte A’ bis G* eingetragen.
Ihre y-Koordinaten sind die Tangentensteigunge
werte der Parabel.

Nun berechnen wir die 2. Ableitung: (i "{») = i.
Diese 1 ist die Steigung der Geraden, die’das
Schaubild von f' darstellt.

Man erkennt: Die Steigung jsu, elso nehmen die
Steigungswerte pro Eiri2it uni'genau 1 zu, was
man auch an der Parabel-Abbildung ablesen kann.
Die Steigungen de{ Kuive nehmen also zu.

Dies bedeutet c=2orneatrisch:
Das Scharxi’id hat Linkskriimmung.

Wirénerken uns:

A
Y Linkskrimmang /

Zunahri e/de Tangentensteigungen

mg=3 G

¥ <

A B

Schaubild der
Ableitungfunktion

F(x)=x-2

Hier gilt fiir alle x e R f"(x) > 0. Daraus folgt:

Die Werte von f' (also die Tangentensteigungen) nehmen streng monoton zu.

Dies bedeutet geometrisch Linkskriimmung des Schaubilds.

Friedrich Buckel
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Beispiel 21

Das Schaubild von f(x)=-1x*+2x isteine
nach unten geoffnete Parabel.

In der oberen Abbildung sind Punkte A bis F kL
eingetragen, zusammen mit einem Tangentenstiick. mg=248 |
Daneben steht die Steigung der Tangenten. Pl
A -4t
m,=2,5
Die untere Abbildung zeigt das Schaubild A al
iy
der Ableitungsfunktion f'(x)=—1x+3. +

Darin sind die zu den Kurvenpunkten A bis F
entsprechenden Punkte A’ bis F‘ eingetragen.

Ihre y-Koordinaten sind die Tangentensteigungs-

Hinfiihrung (2)

werte der Parabel.

Nun berechnen wir die 2. Ableitung: f"(x) = -

Mp=

p =<

Rechtskriimmung
Abnahme der TangentP.'.Jcngungen\

1
2

Scha. hild |ler Ableitungsfunktion
fi(x)=-x/2+3/2

Dieser Wert ist die Steigung der Geraden, die das Schawbild von f' ist.

Man erkennt: Die Steigung ist negativ, also nehmen e Steigungswerte von f' pro Einheit um genau

2

1 ab, was man auch an der Parabel-Abbildung arkznnen kann.

Die Steigungen der Kurve nehmen also ab. Dics bedeutet geometrisch:

Wir merken uns:

Das Schauwild hat Rechtskriimmung.

Hier gilt fir alle x e R f"(;') <19y, Daraus folgt:

Die Werte von f' (also_die | angentensteigungen) nehmen streng monoton ab.

Dies bedeutet ge“meuisc’i Rechtskriimmung des Schaubilds.

Meatrinde zur Untersuchung der Kriimmung einer Kurve

Joraussetzung:

Gilt fir alle x e U

Gilt fir alle x e U

f'ist stetig in einem Intervall U.
f"(x) >0,

f"(x) <0,

dann hat K in U Linkskrimmung.

dann hat K in U Rechtskrimmung.
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2.2 Musterbeispiele zur Untersuchung der Kurvenkrimmung
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